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Sumário 
Nos íiltinios anos, foraiii propostas várias teorias de daiio contíiiuo para descrever o co~iiportaiiieiito de 
iiiateriais elásticos. Entre essas teorias algumas i~itroduzeiii gradieiites da variável associa ao daiio. de 11io(lo 
a evitar probleiiias de perda de uriicidade após o iiiício do aiiiolecinieiito. Einbora estas teorias perinita~n 
uiria tiiodelageiii iiiateiiiaticameiite correcta do feii6riierio de localizacao, do ponto de vista nuiiiérico elas sáo 
geiieraliiieiit co~isideradas ~riuito coniplexas. O traballio aqui apreseritado trata da iiiiplenieiitaqao riuiiiérica 
cfe uina teoria dependeiite do gradiente para o esetudo do dano en1 iiiateriais elasticos. É utilizada. para 
aproxiiiiaqao da solucao do proble~iia matemático nao-lineal resultante uiiia técnica iiu~riérica siniples. bascada 
110 niétodo de eleiiieiitos finitos. O acoplaiiiento entre as variáveis dano e deforiiiaqao iias eqiiaqoes resultantes 
é coiitoriiado através da téciiica de partiqao dos operadores, qiie peermiterri traiisforiilar o probleiiia nao-linear 
acoplado en: uiiia seqüeiicia de de probleiiias lineares niais siriiples. 
NONLINEAR DAMAGE EVOLUTION IN ELASTIC BRITTLE MATERIALS: MODELLING AND 
NUMERICAL SIMULATION 
Summary 
In tlie last years diEereiit coritinuuin daniage theories have been proposed to describe the beliavior of elastic 
materials. Aniorig tliese tlieories, soiiie introduce liiglier order gradierits of tlie dai~iage variable ir: tlie 
coristitutive triodel, iri order to avoid tlie loss of well-posedness iri tlie post-localixation tange. Altliougli 
sucli tlieories allow a iiiatheinatically correct modelling of the straiii localization plieiiotrieria. tliey ar iisually 
considered very complex to liandle froni tlie numerical poirit of view. Tlie present work is coiicerried witli tlie 
iiunierical iniplenientation of a grdient-enliaiiced da~riage tlieory for elastic materials. A simple iiuriierical 
techiiique, bassed oii tlie firiite eleinent metliods. is proposed to approximate the solutioii of tlie resultirig 
nonlinear tiiatlietiiatical probletiis. Tlie coupliiig between dariiage and straiii variables is circuriiveiited by 
iiieaiis of a splitting tecliriiqtie, wliicli peiiliit to traiisfoiiii the iioiilinear coupled piobleiii in a seqiieiice of 
siiiipler linear probleiiis. 
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Nos últimos anos diferentes teorias de da110 contínuo foram propostas apra descr- 
ever o processo de degrada550 en1 materiais elásticos. Inicialmeilte forma propostas teo- 
rias baseadas ein aproximaqoes loacais, coilheilcidas como teorias locais de dano, que 
freqüeiltemeilte resultam em unla descric50 fisicameilte nao realista do fenomeno de lo- 
calizaq50 de def~rmacaol .~.  Geralmeilte, este problema é devido a perda de uizicidade de 
solucoes apartir do comeco do amoleciineilto. En1 conseqüeilcia, aproxiinaqoes através do 
Método dos Elementos Finitos passam a apreseiltar sensibilidade a discretizaqiio geométrica 
utilizada ("mesh depei~dence")~-~.  Para evitar os problemas de perda de uiiicidade encon- 
trados ilas teorias locais e desse iilodo obter unla inodelagem do dano fisicameilte niais 
realista e aproximaqoes numéricas mais confiáveis, algumas aproximaqoes alterilativas tein 
sido pro posta^^.^^. Nesse contexto surgiraz as teorias nao locais de dano, que introduzem 
gradientes da deforinaqao no modelo constitutivo. Apesar de contornar o problema de uni- 
cidade, a implenientac50 dessas teorias pode levar a algoritmos que, entre outras coisas, 
exigen1 unla modificaqao radial do código de elementos finitos, dificultando sua utilizaq5o. 
Neste traba1110 é considerada unla teoria dependente do gradiente do dano, capaz de 
descrever inacroscopican~ei~te a degrada550 de nlateriais elástics frágeis. A abordagem 
utilizada no presenta trabalho resulta en uina teoria de microestrutura, oilde coilsidera- 
se uina variável p, relacionada Aligac5o entre os poiltos materiais, que funciona corno 
un1 reductor de eilergia livre devido a degrada550 do material. Coiaio o dano resulta 
de movimentos inicroscópicos, é proposta uma refornlulaqiio da cinemática e de alguils 
princípios básicos de Mecanica do Contínuo clássica de modo a levar em conta esses "misro- 
movimentos". A variável ,í? é introduzida no princípio das poteilcias virtuais conlo uina 
variável cineinática adicioizal, oilde a potencia dos esforqos internos 1150 depende somente da 
velocidade e de seu gradiente, mas tambéin da velocidade do dano e de seu gradieilte. Além 
disso, as equacoes constitutivas s5o desenvolvidas ein uin coiltexto terinodii~iii~iico, ande 
é suposto que a energia livre depende nao apenas da deformac50 e da variável daiio mas 
também do gradiente do dano. Dessse modo, o estado termodiiliinzico de um ponto material, 
en1 um dado iilstailte, passa a ser descrito pelas variáveis de temperatura e defornlacao, beizl 
como pela variável ,í3 e seu gradiente. 
MODELAGEM 
Um corpo é definido como un1 conjunto de pontos materiais B que ocupa unla regi5o 0 
do espaco euclidiano ila sua configuraqao de referencia. Nesta teoria, além das variáveis 
clássicas que caracterizam a cinemática de um meio cóntínuo (deslocanlento e velocidade 
de pontos materiais), uina variável escalar adicional /3 E [O, 11 é introduzida. Esta variável 
está relacionada con1 a ligacao entre os poiltos materiais e pode ser interpretada coino uina 
medida do estado de coesao local do material. Se P = 1, todas as ligaqoes s5o preservadas e 
as propriedades iniciais do material esta0 preservadas. Se ,ü = 0, uma ruptura local ocorreu, 
já que todas as ligasoes eiztre os pontos materiais foram quebradas. A variável ,í3 está 
asociada a variável dailo D através da seguinte relaq50: P = 1 - D. Já que a degrada550 
é um fenomeno irreversível, a taxa ,O deve ser negativa ou igual a zero. Uina apresentaqao 
detalhada dos princípios básicos que governain a evoluqao desses tipos de contíiluo pode111 ser 
encontradas em las referenciasi1~l2. Un1 resumo dos principios básicos sáo apresentados iiesta 
seqao. Por simplicidade, a liipótese de processos quasi-estáticos e isotérmicos é adotada ao 
longo deste trabalho. Allém disso, também é admitida a hipótese de pequenas deformasoes 
e consequentenlente o princípio de conservaqiio de massa é automaticamente satisfeito. 
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O princípio das potencias virtuais 
Seja um corpo que ocupa unia regiiio R C R3 com um contorno suficientemente regular I' 
sujeito As forcas exteriias g(t): r2 C r -+ R3 e b(t): R -+ R3, as foreas microscópicas externas 
forces p(t): R + R e q(t): r2 c l? 4 R e aos deslocamentos prescritos u(t) = u(t) en1 rl c I', 
onde rl U r2 e r = rl n r2 = a. Sob as hipótese de processos quasi-estáticos, os efeitos de 
inércia podein ser desprezados e o princípio das potencias virtuais (PPV) pode ser espresso 
como 
q n t  + r e x t  = O (1) 
para qualquer varias50 admissível dos campos (u e P )  que caracterizam a cinemática do 
contínuo. A potencia qnt das forcas internas generalizadas pode ser escrita como 
onde a é o tensor das tensoes, F e H as foreas n~icroscópicas iiiternas, u: R t R2 un1 
elemento do conjunto V, das velocidades virtuais C tal que CIrl = O e b: fl + R é un1 
elemento do conjunto Vp dos valores admissíveis de B. 
A potencia correspondente reXt das forcas externas generalizadas (b,g,p e q) tem a 
seguinte forma 
onde p: R + R é definida1' como uma forca microscópica de voplunie que age sobre R e 
q: l? -+ R é definida conlo uina forca microscópica de contato que age sobre r, anibas em 
dualidade com P.  Essas forcas microscópicas estiio relacionadas a aqóes nao meciinicas, tais 
conlo asóes químicas e electroiiiagiléticas, que podem afetar o estado de coesiio da matéria. 
A partir das equacoes (2) e (3), da hipótese de deforniacoes quasi-estáticas e admitindo 
que os efeitos de inércia possam ser desprezados, o PPV pode ser reescrito como 
S, [a.(Vu)-b-C]dV- g.CdA+ [ H . ( v ~ ~ ) + F B - ~ ~ ] ~ v -  q b d ~  = O, Vil  E V,, VB E VD S,, S, 
Equaqoes constitutivas 
Sob as hipóteses de pequenas deformacóes e de processos isotérmicos, supóe-se que a 
energia livre é funcao da deformacao E ,  da temperatura 8, da variável de coesao ,í3 e de seu 
gradiente VP. O contexto termodiniimico utilizado na obtenciio das equacóes constitutivas 
1120 é apresentado neste trabalho, maiores detalhes sao encontrados em1l~l\ As expressoes 
resultantes siio as seguintes 
H = k(VP) (7) 
onde X e p sao as constantes de elasticidade de Lamé, C um coeficiente relaciollado com a 
viscosidade, k uma constante difusiva e w está associado energia de deforinaqao elástica (é 
igual a área sob a parte linear da curva tensiio versus deformaciio). C, k e w siio constantes 
positivas do material. Os termos Xp e Xb representam os multiplicadores de Lagrange 
associados respectivamente As restricóes ,ü 2 O e p 5 O, elas obedecem as seguintes relacóes 
de complementaridade hp < O, PXp = O e Aa < O, ,bXp = 0. 
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O problema matemático 
Substituiiido as equacoes constitutivas (5), (6) e (7) e111 (4), desprezaiido as forqas 
microscópicas externas e consideraiido a coiidic20 iiiicial: P(z,  t = 0) = 1, 'dz E R, o 
seguiiite probleiiia niateil~ático 1120-linear e con1 restricoes é obtido: ache u(z, t) /3 (x, d.)  
respectivaiiieiite os caiiipos de deslocameiito u(t): R + R3, tal que u(t)lr, = u(t) e de 
coes2o P(z , t ) :R + R tal que para todo iiistante de teilipo t E [O,T] 
1 2  P(t)[,Adiv u div 6 + 2 p ~ ( u )  &(iL)]dV - b(t) . Cdv - lr2 9 GdA = O, E VU (8) 
Sujeito As seguiiltes restricóes e coildis6es iiiiciais, respectivameiite 
A partir do modelo proposto aiiterioriiiente, foi obtido uin probleliia iio qual os campos de 
daiio e deslocaiileizto apareceni acoplados. Este problema nao-linear acoplado é discretizado 
espacialnlente a partir do iiiétodo de elementos finitos (MEF), dando origen1 a um problema 
seiiii-discreto, ou seja discreto iio espaco e contíiiuo no teiiipo. Este problema pode ser 
aproxiiliado iiumericaiiieiite através de uin esquema iiioiiolítico ou através de uiil esquema 
particionado. Xo esqueina iiionolítico, o algoritnlo de discretizaq20 teiiiporal é aplicado 
ao problema completo, oiide os campos de deslocaiileiito e daiio sáo calculados siiiiultailea- 
meiite. No esqueiiia particioiiado é adotada uina estratégia na qual o problema semi-discreto 
é resolvido por ineio de algoritnios ein estágios, oiide o sisteiila acoplado é particionado de 
acordo coiii os diferentes campos a serem calculados (deslocameiito e dano) e cada partic20 
pode ser tratada por iiieio de técnicas usuais de iiitegracáo temporal, eveiitualmeiite até 
diferentes. Este esquema en1 estágios pode ser interpretado coilio uin algoritmo de fórmula 
de prsduto, exataiiiente como no método clássico de passos fracioiiados13. Ein síiitese, o 
sisteiiia de equacóes diferenciais 1120-lineares associado ao problema de evoluciio do daiio, 
resultaiite da discretizacao espacial, é aproximado através de urna seqüeiicia de problenias 
liiieares niais simples, que por sua vez s2o resolvidos através de técizicas usuais de integras20 
temporal, tais como Euler implícito, Euler explícito e a regra do Trapézio. Esta seqü6iicia 
de problenias liiieares coiisiste de duas fases: a fase de evolu~20 do dano e a fase de evolucáo 
do deslocaiiieilto. A priiiieira está associada ao esqueina nuinérico de evoluqáo da variável 
/? eiitre os instantes de teinpo (n) e (n + 1) e mantendo-se a variável de deslocameiito u 
coiistante, ou seja igual a calculada iio instante n. A segunda é representada pelo algoritino 
que solucioiia o problema de equilibrio, considerando o carregamento externo e o valor do 
campo p iio iilstailte (n + 1), resultando no cailzpo de deslocaineiltos em (n + 1). 
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Problema semi-discreto: método dos elementos finitos 
Sejain as funcoes de base tradicionaln~ente fornecidas pelo MEF15, Ni(x) E V,h, oilde V,! 
é uin sub-espaco finito do espaco V, e cpi E Vph, onde Vph é un1 sub-espaco fii~ito do espaco 
Vp. Essas funcoes de base permiten1 a construqiio das seguintes aproximacoes 
7 1 % ~  na IL 
u,,(x,t) = C u i ( t ) ~ , ( x ) ,  i = 1, .  . . , m h  e ph(x, t )  = C ~ ~ ( t ) c p ~ ( x )  i = 1 , .  . . , ma 
i=l i= 1 
(10) 
oiide mh é o número de poiltos ilodais da discretizaciio de elementos finitos e h o pariiinetro 
de inalha, uin escalar associado ao tamanho do elemento utilizado, e protanto ao grau de 
refinamento da discretizaciio. O problema semi-discreto é obtido substituindo-se u por t ~ h  
e ,8 por Di,, definidos ila equaqao ( lo) ,  nas equacoes (8) e (9). O problema semi-discreto é 
forinado por un1 sisteina nao-linear de equacoes diferereilciais ordiiláriais de prinleira ordem 
e restricoes de desigualdade incidindo sobre a coesiio descritos abaixo 
Con1 as seguintes condisoes iiliciais e de restriciio, repectivaineilte 
oilde B denota o operador diferencial discretizado usual e D é a nlatriz dos coeficientes 
elásticos15. 
I Técnica de particáo do operador aplicado ao problema semi-discreto 
A técnica de partic50 do operador é utilizada conlo estratégia numérica no seiltido de 
resolver o problema semi-discreto 11.50 linear através de urna seqüencia de problen~as lineares 
inais simples. O operador original é particionado em dois: o priineiro relacionado ao canlpo 
de deslocameiltos uk (problema de equilibrio) e o outro ao DI, (probleliia de evoluciio do 
dailo). O equeina proposto pode resultar en1 dois algoritinos diferentes dependendo da 
orden1 de seqüeilcia dos operadores. Esses algoritinos, resumidos abaixo, ser50 chamados 
DANO-1 e DANO-2. 
O algoritmo utilizado neste artigo, DANO-1, iilicialineilte trata o probleina de evoluciio 
do dano, mailteildo o cainpo de deslocameiltos inalterado. En1 urn primeiro estágio as 
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equacoes diferenciais oridnárias associadas sáo resolvidas utilizando-se o método de inte- 
graqiio teinporal, que pode ser genericamente descrito através de 
oizde 0 define o método de integracáo (Euler explícito = O, Euler implícito = 1 e regra de 
Trapézio = 112). O índice h foi omitido e n significa que a funqiio é aproxinzada no instante 
t,,,. Além disso Fn+l 1150 representada a fuilccáo F é calculada em t,+l, já que u,,~ 1150 é 
conlzencida. ?la priineira fase (U = O)Fn+l é calculada usando-se u,. 
;\;a segunda fase de DANO-1 resolve-se o probleizla de equilibrio 
selldo [ R v L ~ ~ ] ,  = (bk)n+lNidV - Sr (gk)n+lNldA 
O algoritmo DANO-2 consiste na inversáo dos estágios de DANO-1. A implemeizta~iio 
coiiiputacioilal dos dois algoritmos é considerada simples, pois ambos poden1 ser obtidos de 
uizi esquema de elenzeiltos finitos usual. Pode ser observado que a fase de evoluciio de dano 
é similar ao problema de conducao de calor, enquanto a fase probleina de equilibrio é similar 
ao probleina elástico clássico. No coinparaciio entre os resultados obtidos a partir desses 
dois algoritinos, ou seja de ordens diferentes de operadores, 1150 foi encontrada nenliuma 
difereiiqa significativa nos resultados. Desse modo, utilizou-se neste trabalho o algoritmo 
denominado DANO-1. 
Exemplos numéricos 
Para avaliar as características do modelo e do algoritino analisa-se o problema de uizla 
placa quadrada com un1 furo circular central. A placa quadrada de 200 x 200 x 1 ilzm 
coni un1 furo circular central de 50 nim de raio, está apoiada em unza das extremidades 
e é solicitada através de um deslocamento prescrito u(t) ila outra extrenzidade, conforine 
está esquematizado na Figura 1. Por causa de sua simetria a análise do problema pode ser 
realizada someiite en1 um quarto da placa, o que está representado pela regiáo hachurada 
ila Figura 1. 
Figura 1. Placa con1 furo circular central 
Nesta análise coiisiderou-se unla placa de concreto, que possui as seguiiltes características 
físicas1': E = 27, O GPa, w = 5, O x MPa, C = 1, O x MPa S e k = 0,2 MPa inil12. 
O deslocaineizto prescrito e o incremento de tempo adotado sáo dados respectivamente por 
u(L, t) = a t ,  ( a  = 5, O x lop3 mm/s) e At = 10 x s. 
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Degradaqiio do material 
Na discretizacáo espacial adotou-se o elen~eilto bi-linear quadrilátero usual. Empregou- 
ses urna iilall-ia de 594 poiltos nodais e 544 elementos confornle o apreseiltado ila Figura 9. 
O algoritmo utilizado é do tipo DANO-l. O método de integraciio numérica utilizado no 
cálculo do problema referente a evolucáo do dailo é o i~zétodo de Euler iil~plícito. 
A evolucáo da variável dailo D = (1 - p)  na placa é allalisada em tres iilstaiites distiiitos 
de teil~po t = 2,5 S, t = 3, O S e t = 3.35 S, que sáo apreseiitados respectivameiite nas Figuras 
2, 4 e 6. Essas figuras demoi~stran~ que a medida que o dailo evolui surge unla regia0 de 
coilceiltracáo de dano e ein seguida uina trinca que se propaga na direcáo da superficie 
livre da placa, perpendicular a direcáo do carregameilto, até que atinge-se o roiilpirneilto 
definitivo da placa. As Figuras 3, 5 e 7 apreseiltam os níveis de tensáo iia placa 110s mesinos 
instantes de tempo. E possível perceber que os maiores valores para a teilsáo se eilcoiltram 
na regiáo localizada inmediatameilte acinla da poi~ta  da trinca. Tanlbéin observa-se, abaixo 
do local de inaiores valores de tensao, unla faixa estreita con1 teiisáo practicanieilte iiula, 
significaildo que houve roii?pimento do material. Na Figura 7 a placa está coinpletaii1ente 
quebrada, 1150 115 iliais tensoes agindo en1 ileilliuma regiáo . 
Figura 2. Níveis de daiio t = 2 ,5  s Figura 3. Níveis de terisiio t = 2,s s 
Figura 4. Níveis de daiio t = 3, O S Figura 5. Níveis de teiisao t = 3. O s 
Figura 6. Níveis de darlo t = 3.35 s Figura 7. Níveis de terisáo t = 3.35 s 
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Sensibilidade malha 
Para denlonstrar que a solucáo do probleilla nao é sei~sível a mallia, foram utilizadas 
ii~alllas col11 diferentes discretizacoes espaciais, apreselitadas ilas Figuras 8, 9 10 e 11. A 
difereiica entre essas malhas é grau de discretizacáo (refiilaillento) na regiáo oilde os 1111' lores 
iiíveis de dailo devem ocorrer. Apesar de ser formada pelo n~esil~o número do ilós e elementos 
que a illallla 1 (Figura 8), a malha 4 se diferencia desta devido a regioes distorcidas. 
Figura 8. Mallia 1 (274 iiós e 240 eleiiieii- Figura 9. Mallia 2 (594 riós e 544 eleiiieii- 
tos) tos) 
Figura 10. Mallia 3 (819 iiós e 760 ele- Figura 11. Mallia 4 (274 iiós e 240 elc- 
~neritos) nieiitos) 
S o  estudo foram observados os valores do daiio e do deslocameiito, obtidos a partir das 
diferentes malhas, en1 diferentes pontos sobre a placa. Através das Figuras 13 e 14 é possível 
perceber o coil~portameilto do dano ao loilgo das linhas loilgitudinais A(y = 53,O nini) e 
B(y = 60, O mm) (Figura 12). A forma das curvas e o valor do dano nos diferentes pontos ao 
loiigo das liilhas sáo practicamente os mesmos. Aléin disso, os ilíveis e o formato das regioes 
de dailo sobre a placa tainbém sáo iguais para diferentes niall-ias. O mesino coinportan~eilto 
é observado para campos de tensáo e deslocamento. Un1 estudo semelhai1te foi realizado 
ei11~'. 
Para coil~pletar a verificacáo de sensibilidade a malha apresentam-se na Figura 15 as 
curvas de forca aplicada versus deslocamento prescrito, obtida usando essas diferentes dis- 
cretizacoes. O resultado representa o comportameilto global de estrutura. Mais uma vez, 
é possível notar que a forma da soluc.50 nao é significativamente afetada pela discretizacáo 
espacial. Esta Figura tainbém permite observar o fen6meilo de ainoleciiiiento. O mesmo 
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tipo de 1150-seiisibilidade a mall-ia foi eilcotrado em muito exemplos apreseiltados ein12. El1.i- 
hora ileilhi~m resultado teórico seja apreseiltado, a forniulaqiio apresentada deinoilstra 1150 
possuir qualquer tipo de patologia iluinérica que indique seilsibilidade i il~alha. 
F igu ra  12. Liiilias loiigitudiiiais A, 5' e C 
Figura  13. Daiio oa loiigo das lirilias A Figura  14. Daiio ao loiigo das li~ilias R 
I 41) I 
F igu ra  15. Fosca versus deslocameiito prescrito. Difereiites inalhas 
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Estabilidade e precisáo do algoritmo proposto 
A ailálise da estabilidade do algoritillo proposto coilsiste da comparaciio entre os resul- 
tados das variáveis do problema ,O e u, obtidos a partir de diferentes iilcrementos de tetnpo 
At e consideraildo utna mesilla discretizaciio espacial, ou seja a mesilla nialha de eleiileiltos 
finitos (Figura 9). Xeste estudo en~pregou-se o algritmo do tipo DANO-1, já apresentado 
ila seciio anterior. No cálculo do problema referente i evoluciio do dano utilizou-se o iilétodo 
de integraciio nutnérica de Euler implícito. 
Os iilcremeiitos de tempo At utilizados siio: 0, l  S; 0,01 S; 0,001 S; 0,0005 S e 0,0001 s. As 
Figuras 16 e 17 apreseiltam curvas con1 resultados da variável ,O obtidos em dois iiistaiztes 
de tempo diferentes, a saber: t = 2,5 S e t = 3,O s. As Figuras 18 e 19 apreseiltam os 
resultados do deslocanieilto u, 110s mesinos instantes. Os pontos observados estiio sobre a 
liiiha loilgitudinal B (Figura 12). A partir dessas figuras é possível observar que os resultados 
das variáveis referentes aos incremeiltos de tenlpo At = 0,0005 S e At = 0,0001 S siio os 
mesinos em todos os poiltos observados. 
Figura 16. Valores de P obtidos a partir Figura 17. Valores de @ obtidos a partir 
de diferentes At. eril t = 2,5 s de diferentes At, ex11 t = 3.0 x 
Figura 18. Valores de u, obtidos a partir 
de diferentes At en1 t = 2,5  s 
Figura 19. Valores de 71, obtidos a partir 
de diferentes At ein t = 3, O s 
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A análise de precisa0 do algoritino proposto consiste da cinparacao entre os resultados 
obtidos usando o probleina particionado, que pode utilizar diferentes métodos de integracao 
numérica (Euler explícito e implícito e regra do Trapézio) e os do probleina acoplado 
(monolítico), onde os inétodos de Euler e regra do Trapézio sao empegados conjuntanlente 
coin o método de Newton que resolve o sistema nao-linear resultante. Através das Figuras 
20, 21, 22 e 23 é possível observar que os resultados obtidos para ,8 = (1 - D) e deslocailiento 
em dois instantes de teinpo diferentes t = 3,2 S e t = 3,3 S, sao practicamente iguais. A 
inalha utilizada neste estudo é a inalha 1 (Figura 8), já o incremento de tempo do problema 
'particioi~ado é At = 10 x S e do probleina acoplado é At = 10 x lo-' s. Os pontos 
obserados sao os poiltos nodais localizados ao longo da linha longitudinal C(y = 56,O mnl) 
(Figura 12). 
1 O0 - 
i @@@a@ o 80 
-1 E 
1 a 
O 60 i 
2 
W 
O J  
l 
o 20 4 @, @ 
, 
0.00 -A@@ 
144 148 152 156 160 164 
PONTO NODAL 
1 O0 7 
i EBFSZ 
o.$ @ 
1 -@ 
O 60 i g 1 
m 
O 40 -1 
1 L - 
o 20 1 @, 
i 
O00 / - I ' l ' r n  
144 148 152 156 160 164 
PONTO NODAL 
Figura 20. Valores de /3 = (1 - D )  t = Figura 21. Valores de @ = (1 - D )  t = 
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Figura 22. Valores de deslocamento t = Figura 23. Valores de deslocanierito t = 
3 , 2  S 3 . 3  S 
Os símbolos sepresentam o seguinte: (o) Euler implícito, (o) Euler explícito, (o) regra de 
Trapézio e (J) problema monolítico. 
Desse modo, os resultados apresentados nesta seca0 demonstram que o método de 
partic50 do operador é capaz de fornecer resultados coin a mesina orden1 de precisa0 que os 
outros métodos que resolvem o problema acoplado. Deve-ser ressaltar que o último ii~étodo 
é con~putacionalmente inais caro, já que exige entre outras coisas mais tempo de processa- 
mento. 
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A teoria de dailo dependeilte do gradieilte proposta ileste traba1110 é capaz de descrever 
a evoluciio nao-liilear do dailo, bem como os campos de teiisiio e deslocameilto sobre uilza 
placa foriliada por material elástico frágil, coino por ejemplo, concreto, vidro ceramica e 
geomateriais. 
Uin método iluinérico siinples foi utilizado ila aproxiinaqiio do problema matemático 1150- 
linear resultante se111 a ilecessidade de uina inodificaciio radical de un1 código de elemei~tos 
finitos usual. Esse inétodo numérico é formado pela conlbinaq50 do método de eleineiltos 
fiiiitos e da técnica de particiio do operador, que traiisforina o problema 1150-linear global e111 
uina seqüeilcia de problemas liizeares mais siiiiples. Além disso, o método i~umérico proposto 
tem boa estabilidade e precisiio. Permite tanibém urna descriqiio i~~atematicanzeilte correta 
das feii6meilos de localizaciio e de ainolecimento sein apresentar probleillas ca,racterísticos 
de sensibilidade mallia (iilesh depeildeilce)lG . Tais fen6meilos poden1 ser represeiitados, 
através do modelo, a partir dos valores dos coeficieiltes k e C ,  que juiltan~ente con1 valores 
de w siiilulaili os diversos tipos de nzateirais elásticos frágiles. Iilforma@es adicioilais sobre 
o iilétodo iluiilérico utilizado podein ser encontradas emi2. 
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